Théoreme de GAUSS-LUCAS

Définition 12.0.1

Si C C C, on dit que C est convexe si

Y(a,b) € C?, Vt € [0,1], ta+ (1 —t)b € C.

Proposition 12.0.2

Si P € C[X] est un polynéme on note Z(P) = {z € C | P(z) = 0} I’ensemble des racines de P.

Définition 12.0.3

|
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Si A C C on note Conv(A) ’enveloppe convexe de A. Pour rappel

Conv(A) ={A€C|IreN*, I(A1,..., A)) €A”, Ity, ..., 1) € RT), Y ti=1et A= t:\}.

.
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Remarque 12.0.4

L’enveloppe convexe Conv(A) est le plus petit convexe (pour la relation d’inclusion) qui contient A.

Théoréme 12.0.5: Théoréme de GAUSS-LUCAS

Si P € C[X] est un polynéme non constant alors

Z(P") c Conv(Z(P)).

Démonstration. Le corps C étant algébriquement clos et P non constant, il existe r € N*, A € C*, (A,...,A,) €

C" et (n1,...,n,) € (N*)" tels que P = A H(X — A;)". En particulier, Z(P) = {A1, ..., A+}. La décomposition

i=1
/
en éléments simples de B est alors
P’ - n;
Px—n @
i=1
Soit z € Z(P'). Si z € Z(P')N Z(P) alors z € Z(P) C Conv(Z(P)). Si z € Z(P')NZ(P)" on a
P'(z) . ni(z — \;)
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En isolant z dans (#) et en notant pour tout 7 € [1,7], t; = alors t; € RT, Zti =1let

IS
Zni|z—)\i|*2 i=1
i=1

z = iti)\i € Conv(Z(P)).

i=1
Dans les deux cas z € Conv(Z(P)) ce qui achéve la démonstration. O

Lemme 12.0.6

Soit P € C[X] non constant. Il existe Zy;, C Z(P) minimal (pour la relation d’inclusion parmi les
parties de Z(P) qui conservent I’enveloppe convexe totale) telle que

Conv(Zmin) = Conv(Z(P))

et Conv(Z(P)) \ Zmin reste convexe.

Démonstration. On pose r = |Z(P)| € N* et on note Z(P) = {A1,...,A+}. On consideére alors
I={neN|3JC[Lr], |[J|=net Conv({);|je J})=Conv(Z(P))}.

L’ensemble d’entiers Z contient r, il est en particulier non vide. On note ¢ = min(Z) et I C [1,r] une partie
de [1,7] qui réalise ce minimum, c’est & dire telle que |I| =i et Conv({)\; | j € I}) = Conv(Z(P)). Montrons
que Zmin = {A\; | j € I} est un élément minimal (pour la relation d’inclusion parmi les parties de Z(P) qui
conserve 'enveloppe convexe totale). Soit U C Z(P) telle que Conv(U) = Conv(Z(P)) et U C Zmin. On a
alors |U| € Z donc par minimalité de i on a i = |Zyin| < [U| mais U C Zyin donc nécessairement U = Zpyip-
Montrons maintenant que Conv(Z(P)) \ Zmin est convexe. On note V = Conv(Z(P)) \ Zuin. Soit (a,b) € V2
et ¢ € [0,1]. Par convexité de Conv(Z(P)) on a ta + (1 —¢)b € Conv(Z(P)), il ne reste plus qu’a montrer que
ta+ (1 —1t)b & Zumin pour conclure que ta+ (1 —t)b € V. On peut supposer t €]0,1[. On raisonne par I’absurde,
soit k € I tel que ta+ (1 —¢)b = Ay € Zin. Soit (z;),er et (y;) er des coefficients positifs tels que

a = Zl’j)\j et b= Zy])\j

Jel Jel
et Z:L'j = Zyj = 1. Ainsi
Jjel Jjel
Ao = (tz; + (1= t)y;) A
jel

donc si on pose pour tout j € I, z; =tx; + (1 —t)y; ona Z zj=1et
jel

)\k = ZZj)\j.
jeI

Si 2z, < 1 on alors

/\k(l—zk): Z Zj)\j

jel\{k}

> ( 5 )Aj.

jermy N

Donc A\, € Conv(Zmin \ {\x}) mais alors Conv(Zmin \ {A\t}) = Conv(Zmin) ce qui contredit la minimalité de
Zmin donc nécessairement z = 1 et pour tout j € I'\{k}, z; = 0 donc pour tout j € I\{k}, tz; = (1—t)y; =0
donc a = b= A\ € Zin ce qui est une contradiction car @ € V. Ainsi ta+ (1 —1t)b ¢ Zyi, done V est convexe. [

donc

Corollaire 12.0.7

Soit P € C[X] non constant. Si P” divise P et |Z(P)| > 2 alors les racines de P sont alignées.
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Démonstration. Commengons par montrer que les racines de P sont toutes simples. On pose n = deg(P).
Comme P” divise P il existe () unitaire et de degré 2 tel que

n(n—1)P =QP".
En dérivant a nouveau 'équation (©) de la démonstration du théoréme de GAUSS-LUCAS on obtient

i=1

ainsi

nn—1) Zr: n; 2__Zr: n; ©)
Q SX-N) XN
Soit j € [1,7] et z; € Z(P), deux cas peuvent alors se présenter :
— si z; est une racine double alors @ = (X — z;)? ainsi en multipliant () par (X — z;)? et en évaluant en
X = z; on obtient

n(n—l)—n? =-n; <=n(n—1)=n;(n; — 1)

or par hypothése P posséde au moins deux racines distinctes donc n; < n et 1’égalité précédente est donc
une contradiction ainsi ce cas n’est pas possible.

— si z; n’est pas racine double de @) comme précédemment en multipliant () par (X — z;)? et en évaluant
en X = z; on obtient

—nf = —n; <= n;(n; —1) =0

or nj # 0 donc n; =1.
Ainsi toutes les racines de P sont simples. On conclut & présent, on considére Zni, C Z(P) qui vérifie les

hypothéses du lemme précédent. Les racines de P étant simples on a Z(P) N Z(P') = () en particulier Zi, N
Z(P') = () donc d’aprés le théoréme de GAUSS-LUCAS

Z(P") c Conv(Z(P")) c Conv(Z(P")) C Conv(Z(P)) \ Zmin

done Z(P") N Zyin = O comme P” divise P on sait également que Z(P") C Z(P) et comme toutes les racines
de P sont simples il en est de méme pour P” par conséquent |Z(P")| = n — 2 donc |Zyin] <n—(n—2) =2
mais comme |Z(P)| > 2 on a | Zyin| = 2 ainsi 'enveloppe convexe des racines de P est engendrée par 2 éléments
il s’agit donc d’un segment, en particulier toutes les racines de P sont alignées. O

Proposition 12.0.8

L’entier 7 vérifie

7=max{n e N\ {0,1,2} | Z(X +1)" - X" —-1)NnC* Cc U}.

Démonstration. Pour n € N\ {0,1,2} on note P, = (X +1)" = X" —1.Ona P, =n(X + )" —nX"~! =
n((X + 1)~ — X"~1). Déterminons Z(P.). On a deg(P.) =n — 2. Soit z € Z(P.). On a

(z+ 1)n—1 _ Zn—l (*>

or z # 0 car P} (0) = n. Donc on peut diviser (%) par z. On obtient

1 n—1
<z+ > 1
z

z+1 (Qikﬂ')
= exp
z n—1

mais z + 1 # z donc nécessairement k € [1,n — 2]. Il s’ensuit que

—ikm
1 exp n—1
- 2k - o\
exp( “r>1 2isin< ﬂ)
n—1 n—1

Donc il existe k € [0,n — 2] tel que
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Ainsi pour tout n € N\ {0,1,2} on a

Z(P)) = {zk = exp(”i_kq) | ke [[1,n—2]]}.

km
9 si
()

Si P, vérifie Z(P,) N C* C U, alors par le théoréme de GAUSS-LUCAS on a
Z(P!) c Conv(Z(P,)) C Conv(U) ={z € C | |z| <1}.

Or on a
1

barl = —7——
.
o
2sin (71711) < 2sin (g) -1

et donc |z1] > 1. Ainsi, max{n e N\ {0,1,2} | Z(X +1)" - X" —-1)NC*CU} < 7.

Montrons que Z(P7;)NC* C U. On a deg(P7) = 6. Examinons Py = (X +1)7— X" —1et P} = 7((X +1)5 - X°).
On voit que 0 et —1 sont racines de Pr, j est racine de P; et de P%, ensuite j2 est racine de P; et de P} donc
au final

mais pour n > 8, on a

Pr=X(X - 1)(X —j)*(X — j°)*
Donc 7 = max{n € N\ {0,1,2} | Z((X + ) — X" —1)NnC* C U}. O

Corollaire 12.0.9

Soit P € C[X] non constant et A une droite du plan complexe, H; et Hs les deux demi-plans ouverts
limités par A. Si P’ a une racine dans Hy, alors P(H;) = C.

Démonstration. Supposons P(H;) # C. Considérons z € C tel que z ¢ P(H;). Les racines du polynéome P — z

appartiennent donc & (CLHl = H,. Comme Hj est convexe, le théoréme de GAUSS-LUCAS assure que les
racines de P’ sont dans H,. Cela contredit I’existence d’une racine P’ dans H;. O

Théoréme 12.0.10: Théoréme de ROLLE

Soient a et b deux réels tels que a < b et f : [a,b] — R continue et dérivable sur ]a,b[ si f(a) = f(b) alors
il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

. J

Corollaire 12.0.11

Soit P € R[X] non constant. Si toutes les racines de P sont simples alors

Z(P") C]min(Z(P)), max(Z(P))[.

Démonstration. On pose n = deg(P) € N*. Sin =1 alors Z(P’) = () et la conclusion est automatique. Sinon on
note x; < xy < -+ < Tp_1 < T, les n racines distinctes de P ordonnées. Pour tout ¢ € [1,n — 1] le polynéme P
est continue sur [x;,z;4+1] dérivable sur |x;, z;41] et vérifie P(z;) = P(x;+1) = 0 le théoréme de ROLLE assure
alors l'existence de y; €]x;, zi41] tel que P'(y;) = 0. Comme P’ a au plus n — 1 racines on a nécessairement
Z(P")y={y1,...,yn—1} et par ce qui précede

1 <Y1 < T2 <Y <3<+ < Tp—1 < Yp < Tp-

Remarque 12.0.12: Ellipse de STEINER

|

Soit A, B et C' trois points du plan complexe d’affixe respectif z4, zp et z¢ alors il existe une unique
ellipse tritangente aux milieux des cotés du triangle ABC' appelée ellipse de Steiner. De plus, les foyers
de Dellipse de Steiner sont les racines de P’ avec

P=(X—2z4)(X —25)(X — 20).

C’est le théoréme de MARDEN.




16 Chapitre 12. Théoréme de GAUSS-LUCAS

Proposition 12.0.13

Soit P € C[X] non constant. Les racines de P et celles de P’ partagent le méme barycentre (les poids
sont les multiplicités des racines).

n n
Démonstration. On peut supposer P unitaire sans perte de généralité. On écrit P = H(X —A) = ZaiX ‘
i=0

i=1
n

Z)\Z n—1

n—1
— —an_ _
Le barycentre des racines de P est b = l’; = ;LL L. De méme, on écrit P’ = n H (X —=X\) = E a;X". Le
i=1 =0

barycentre des racines de P’ est

Corollaire 12.0.14

Soit P € C[X] non constant de degré n > 1. L’unique racine de P(=1) est le barycentre des racines de
P.




